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03/02/2021 Equilibrage dynamique TD4 - Correction

Equilibrage d’une roue de voiture

Conditions d’équilibrage dynamique de la roue
Question 1: Déterminer le torseur cinétique {C(S3/0)} en O5.

B MV(G , S /0)
{C(S5/0)} —{ 5(03,353?}0) }03

V(G3,53/0) = V(03,53/0) + G303\ 2(S5/0)

—a B3 0—B3 —_bé—B?,
17(63,53/0)=[—b] Ao| = ab
—C 9 | 0

_— =

3(03,S3/0) = 1(03,53)03(S3/0) + M303G3AV (03,S5/0)
_ . B
A3 _F3 _E3-B3 |:0- B3 _E39 3

5(03»53/0)= —F; B3 —Dj 0 =|—-D30
—E3 —D3 (3| o1 _C39
My(—b0) —E,0)"
(C(S3/0)} ={ My(ad) —Ds6
0 6 )
3

Question 2: Déterminer le torseur dynamique {D(S3/0)} en O5.

Mf(ca,sg/m}
5(03,53/0) J,,

6”7(63;53/0)> _ d‘7(63’53/0)> + 02(S3/0)AV(G3, S3/0)
= 3 3,93
0 3

{D(S3/0)} = {

I(G3,S85/0) =

dt dt
b1 017 [—bé1>
[(Gs,$3/0) = [ ad | +|0| Al af ]
0 6 0
. —b8 - af?]"
r(Gs S3/0) =| af — bh?
0
e dé(03,S5/0) . .
6(03,55/0) = —a + M3V (03,55/0)AV(G3,S3/0)
0
, dé(03,55/0) dé(03,55/0) . ﬁ
5(03,85/0) =——= > =) +0(S5/0)AG(05,55/0)
0 3
. _Egé Bs 0 B3 —E3é Bs _E3é Bs D39'2 B3
5(03,53/0):a —Dgg + O A _D39 = _D3é + —E392
C56 6 C50 C50 0

—E50 + D162
8(03,53/0) = —D3g — E36.2

C,0
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M3(—b8 — ab?) —E30 + D36*

B3

{D(83/0)} =4 Ms3(ab —b6?) —D56 — E;0?

0 Cs6

03

Question 3: En déduire les actions exercées par la roue sur le bati en 03 dans la liaison

pivot d’axe (03,z3) dans la base 0.

{D(S3/0)}

M3(—b8 — ab?) cos 6 —sin Mz(ab — bO?) (—E30 + D36?%) cos@ — (—D30 — E36?)sin@ Bo
= { M3(—b8 — ab?)sin6 + cos § M3(ab — b6?) (—E36 + D36%)sin@ + (—D36 — E36?%) cos @

0

C,0

On applique le Principe Fondamental de la Dynamique a I'arbre dans le référentiel terrestre supposé

Galiléen.

{D(S3/0)} = {Ts;os,}

M;(—b8 — ab?) cos 6 —sin@ M3(ab — bO?) (—E36 + D36?%) cos @ — (—D30 — E30?)sin@ g
M;(—b8 — ab?)sin6 + cos @ M3(abd — bO?) (—E36 + D36?)sin@ + (—Ds6 — E36?2) cos @

0 Cy0
Xoz  Lo3)™ 0 0)Bo 0 0)5
Zoy 0) 0 0 5 0 Cn

Moa(ﬁ) = Mag(ﬁ) + 03G3/\ﬁ

cMzg

By

o acos — bsin g1 0
Mo,(P) = |asin8 + bcos@| A|-Msg
c 0
Xoz Loz Fo 0 cM3g
=1{Yo3 Mo3 +4—Mzg 0
Zoz O o 0 —M3g(acos6 — bsinf)
Xo3 Loz +cM3g
= Y03 - M3g M03
Zo3 Cyn — M3g(acosf — bsinB)
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[—M3g(a cos 6 — b sin 9)]

0 0
+{0 0}
o, 0 Cn

Bo

O3

By

By

03

O3
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On a donc les actions reprises dans la liaison pivot :

Xo3 = M3(—b6 — ab?) cos 0 — sin M3(ab — b6?)
Yo3 = M3g + M3(—b6 — a?)sin 6 + cos 6 M3(ab — b6?)
Zyz =0
Loz = —cM3g + (—E30 + D36?) cos 0 — (—D36 — E30?) sin 6
Mys = (—E30 + D36%) sin0 + (—D38 — E36?%) cos 6
On a de plus I'’équation différentielle du mouvement :
C30 = C,, — M3g(acosf — bsin6)

Question 4: A quelles conditions sur a, b, ¢, A3, B3, C3, D3, E; et F3 I’équilibrage
dynamique est-il réalisé ?

Actions indépendantes de @ et du mouvement 6 et 6:

a=b=0
0172
0G5 = [0‘
c
Moments indépendants du mouvement : quel que soit 8 et 8, les moments doivent étre nuls :
E3 = D3 = 0
A; —F; 0715
1(03,53) = [_F3 B3 0 ]
0 0 G

Question 5: Proposer un énoncé de ces deux conditions.

Soit un solide S de centre d’inertie G en rotation autour d’un axe (0, Z) par rapport a un référentiel
Galiléen 0. Soit la base B(X,y, Z) liée au béti et Bs(xs, Vs, Zs) liée a S telles que Z = Zg. Pour que le
solide S soit équilibré dynamiquement, il faut :

Condition 1 : Le centre de gravité doit se trouver sur I'axe de rotation. On appelle cette condition
I’équilibrage statique.

{ﬁ.ié
0G.y
Condition 2 : Axe de rotation (0, Z) doit étre un axe principal d’inertie de la matrice en un point de
I'axe.
A —F 015
1(0,S) =|-F B 0]
0 0 C

Question 6: Comment pourrait-on équilibrer un objet avec des masses négatives ?
Quel intérét cela présente-t-il ? Quels en sont les inconvénients ?

Il suffit d’enlever de la matiére !!! Plus léger, pas e volume supplémentaire... Mais le client n’aimera
pas voir ses jantes trouées © Probléme : fragilisation de la structure ?
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Fonctionnement de la machine d’équilibrage

Question 7: Déterminer le torseur des actions des deux roulements en O3 dans la base
0.

By

Xy 0 Xp 0)%
Zy 0) 4 0 0/ p

Fio, (7) = Wio(R}) + 03NF;
By

0 1Bo —XA-BO - LYA
Mo,(Ry) = [ 0 AlYa|l =]|-LXx,
—L] | Z 4] [ 0
M03(RB) = MB(RB) + 03B/\RB
R 0 1% (X | @-DYe™
M03(RB) = 0 /\ YB = _(L - l)XB
—(L-D] [ 0 | i 0
Xa 0 xp 0 (X4 Ly (xp @ -DYy )
{YA 0} + {YB 0} = {YA —LXAI + {YB —(L - l)XBI
Zy 0) , 0 0 5 Z 0 0 0 0 0
Xo+Xg LY+ (L—=DYy )
7, 0
03

Question 8: En déduire le systéme d’équations simplifié du probléme ou I'on
appellera w la vitesse de rotation imposée

On avait :
Xo3 = M3(—b8 — ab?) cos 6 — sin 6 Ms(ab — b6?)
Yo3 = Msg + M3(—b8 — ab?)sin 6 + cos 6 Ms(ab — b6?)
Zys = 0
Loz = —cM3g + (—E30 + D36%) cos 0 — (—D36 — E30?) sin @
Mys = (—E36 + D36?%)sin6 + (—Ds6 — E30?) cos @

On peut remplacer les variables X3 etc dans le systeme :

X4+ Xg = M3(—b8 — ab?) cos 6 — sin 6 Ms(ab — b6?)
Yy + Yg = Mg + M3(—b8 — a8?)sin 0 + cos 6 M3(ad — b6?)
Z,=0
LY, + (L — DYz = —cM3g + (—E30 + D36?) cos @ — (—D36 — E56?%)sin6
—LX, — (L — DXp = (—E30 + D36?)sin6 + (—D36 — E36?) cos 0

On remarque que C3 n’intervient pas.
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On impose une vitesse de rotation constante : =0

{ X4+ Xg = Myw?(—acos@ + bsin6)
Yy +Yg = M3g — Myw?(asinf + b cos )
ZA =0

LY, + (L — )Yy = —cM3g + w?(D5 cos @ + E; sin )
—LX, — (L — )Xp = w?(D3sin6 — E5 cos H)

Question 9: Montrer qu’il suffit de mettre un capteur d’effort dans une seule
direction pour chaque roulement afin de déterminer M3, a, b, D3 et E5.

Il faut déja mesurer soit X, et X, soit Y, et Yp.

Dans tous les cas, |'astuce pour avoir plusieurs équations est de procéder a des mesures pour
différentes positions. On obtient 2n équations pour n mesures ! On fait ensuite une résolution
moindres carrés, comme pour trouver les coefficients a et b d’une droite y=ax+b, on peut utiliser n
points et faire une régression, c’est plus précis !

Si on mesure les X :
X4+ Xg = Myw?(—acos@ + bsin6)
{—LXA — (L — DX = w?(D3sin@ — E5 cos )
X4+ Xg = —w?cosf Mza+ w?sin@ M3b
{—LXA — (L - DX = (w?sinf D3 — w? cos 6 E5)

On ne pourra pas obtenir la masse M5. En effet, On aura uniquement les produits Mza et M3b. Il faut
au préalable peser la roue.

Sion mesurelesY :
Y, + Yg = M3g — Myw?(asin8 + b cos 9)
{LYA + (L—1DYg = —cM3g + w?(D3 cos O + E5 sin6)

Quand on ne tourne pas,ona:

{ Yy +Yp = Mzg

LY, + (L — DYz = —cM;3g
On peut donc trouver M5 et ¢ connaissant g. On les aurait aussi quand ¢a tourne...
On a alors un systéme de 2 équations a 4 inconnues a, b, D et E5 :

Yy +Yg = M3g — w?Mzasind — w?>Msb cos 6
{LYA + (L—DYg = —cM3g + w? cos@ D3 + w?sinB E,

On a donc ce qui est nécessaire pour la suite : M3, a, b, D5 et E3

Remarque : on pourrait ne mesurer qu’un Y, I'autre serait résolu dans I'équation. Mais pour le coup,
cela risque de rendre les mesures moins fiables.
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Ajout de masselottes pour I'équilibrage

Question 10: Exprimer 036G en fonction de 7, ¢, et z,

x1183  [r cos @153
03Gy = |y1| =|7sing;
Zy Z

Question 11: Déterminer la/les relation(s) permettant de respecter la condition 1.

Centre de gravité :

03Gyy3 = H1056, + M50565 = : M, :Z?r?fgi ) +Ms [2]33
M, + M3 M, + M3 z c
Condition 1:
{a1u3 =0
biyz =0

o {03Gw3-x_3) =0
03G1y3.y3 = 0

M rcosq@q + Mza =0

{er sing; + M3b =0

Page 6surll



Denis DEFAUCHY
TD4 - Correction

DM : Cin - Dyn
Equilibrage dynamique

Derniére mise a jour
03/02/2021

Question 12: Déterminer la/les relation(s) permettant de respecter la condition 2.

X118 [rcos @415
0361 =1 = rSin(pl
Z z;
Nouvelle matrice d’inertie :
B
Ays  —Fuys —Eips]?
1(05,5,US3) =1(03,51) +1(03,53) = | —Fiys  Biyzs  —Dius
—Eiys —Diyz  Ciys
Cas d’une masse ponctuelle :
it +z2 —xy —X1Z1
1(03,8)) = My | —x1y1  x12+2° —Y1Z1
—X1Z1 —y1z1 X%+ 2 B,
r?sin? @, + 22 —rcos¢@,rsing, —7COS @1 Z4
r2cos? @, + 2,2 —rsing, z;

1(03,5,) = My |—r cos @, rsing,
—T COS Q1 Z1 —rsin @, z;
r2sin? @, + 2,2
1(05,5;) = M; |—71? cos ¢, sin ¢,
—7 COS @1 Z;

1(03' 51U53) =

—12 cos ¢y sin @4
r2cos? @, + 2,2
—rsin @, z;

r2 cos? @, + r?sin? ¢, 5,
—TCOS Q1 71
—rsin@, z;

2

r Bs

A; —F, —E;1% r?sin? @, + 7,2 —r%cos@,sing; —rcos@;z;
[—F3 By —D3| +M;|-r%cos@;sing; r?cos?@,+z?2 -—rsing,z
—E; —D;3 (3 —TCOS Q1 74 —rsing; 7 r? 5
Termes utiles :
—Diy3 = —D3 — Mrsin@, z;
—Eiy3 = —E3 — M rcos@q z;
Soit :
{D1U3 =0
Ejys =0

{D3 + M rsing,;z; =0
Es + Mircosep,z; =0
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Question 13: Récapituler les conditions a respecter pour que la roue soit équilibrée

Les 4 relations sont donc :

M rcosp; = —Mza
M;rsingp; = —M3b
M rsing,z; = —D;
M rcos@,2z; = —E;

Question 14: Montrer que ce systéme d’équations impose la valeur de z; en fonction
des parametres de la roue initiale a, b, D3 et E; ainsi qu’une condition liant ces
parameétres

On a 4 équations pour 2 inconnues m, et ¢, il en résulte deux conditions qui doivent étre vérifiées
par le solide a équilibrer pour qu’il soit possible de I'équilibrer :

M1TCOS(p1:—M3a:>_M — _f

M;rcos@,z; = —E 3421 = ~Es

1 P121 = —L3

M;rsing, = —M3b _
{er sing, z; = —D3 = ~M3bz; = =Ds
Soit :
—Msaz; —Ej3
—M3bz, —Dj 4 = E3
a_ E 1 M3za
b Dj

Question 15: Conclure quant a la capacité d’une masselotte a équilibrer une roue.

Le solide ne peut étre équilibré que si :

. .. a E
- De base, il respecte la condition 5= D—3
3

E N , .
- oz = M—:a peut étre imposé, ce qui n’est pas le cas

On ne peut donc pas équilibrer un solide quelconque avec une seule masselotte et I'épaisseur de la
roue est imposée par sa géométrie...
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Question 16: Déterminer les nouvelles conditions a respecter pour réaliser
I’équilibrage dynamique de la roue.

Par analogie, on obtient :
M rcos@, + Myrcos @, = —Mza
M;rsin@, + M,rsingp, = —M3b
M rsing, z; + Myrsing, z, = —Ds
M rcos@qz; + Myrcos@, z; = —E3

Question 17: Que se passe-t-il siz; =2z, ?

Sizy =2z,=12
M rcos@, + Myrcos @, = —Mza
M;rsing, + M,rsingp, = —M3b
(Myrsing, + Myrsing,)z = —D5
(M;r cos @, + Myrcos@,)z = —E;
Le systéme devient :
M rcos@, + Myrcos @, = —Mza
M;rsin@q + Myrsing, = —M3b

—M3bz = —D;
—Mzaz = —E;
Soit :
—Msaz —Ej3
—M3bz —_D3 _ K5
a E; z= Msa
b Dy

On trouve la méme condition qu’a la question 10 : ceci n’est pas vrai quel que soit le solide étudié.
Remarque : ajouter deux masselottes dans le méme plan revient a ajouter une seule masselotte dans
ce plan au centre de gravité de I'ensemble, d’ol le méme résultat que pour I'ajout d’'une masselotte.

Question 18: L’ajout de deux masselottes de part et d’autre de la roue permet-il de
I’équilibrer ?

On a 4 équations, 4 inconnues : M4, @41, M5, @,. On peut résoudre le systéme a la condition que z; #

Z3
On peut alors mettre I'une des masselottes a I'intérieur et I'autre a I'extérieur, ou inversement.
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Question 19: Quelles conditions doivent finalement respecter M{, M,, ¢4 et @, pour
que la roue soit équilibrée ?

Mza
M, cos @1 + M, cos @, = -
: : M;b
M;singp, + M, sing, = I
: : Ds
) M, sin@z; + Mysing, z, = -
E;
M, cos @,z + M, cos @, z, = —
Zl = _Zz = ih
M; >0
\ M, >0

Rappeler gu’on est dans le contexte du pneu. Si le rayon n’est pas imposé, la question est différente !

Question 20: Déterminer les expressions de M, M,, ¢, et @, permettant d’équilibrer
la roue par ajout de masselottes

(M +M _ Mo Msa
16051 2€05¢2 = T (Ml cosp; + M, cos@p, = — —=
M, sin g, + M, sin g, = — 32 Miyb
151 @y 2SI P2 = == M, sin @, + M, sinp, = ——:
4 Ds A
. . - __3 1) D
M; sin@q z; + M, sin @, z, - M, sin @, — M, sin g, = _r_;
E;
M +M =—— E
1€05¢1 21 20059222 r | Mycosp; — Mycosg, = ——;
Z1 = h. 5 Zy = _h r
Mza Msa
Mlcosqol=—T—M2c05(p2 Mlcos<p1=—T—M2cos<p2
: M3b : : M3b :
Mlsm(pl:—T—Mzsmgo2 Mlslngz)l:—T—Mzsm(pz
1 Msb o D5 \ v i o Ds=Msbh
" 2 Sing, = T ,Sing, = 5 h
Msza E; E; — Msah
L —T—2M2C05§02=—E \ MZCOS(pz =T
(M _ Mza E;—Mzah M _ —Msah —E;
160591 = r 2rh 160591 = 2rh
M. si _ Mzb Ds—Msbh M. si _ —M3bh — D3
) 15M¢1 = r 2rh . 1591 = 2rh
. D3 _M3bh ! . D3 _Mgbh
M, sin ¢, :T M, sin ¢, :Th
E3 - M3ah E3 - M3ah
L MZCOS(p2=T LMzcosqoz:T
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( _ —Mzah — Ej3

1 2rh cos @4 ( u Mzah + E3
—M3bh — D 17 T S e,
ML= "Myah —E;  —Msah— Es @y = tan~1 [ i 3] k
) 2rh . Msah + E;
D; — M3bh Do — Mubh ’ . _1[D3—M3bh tk
5 — =tan~ " | — T
tan @, = 2rh _ 3 3 P2 E, — Myah
E3 — M3ah E3 - M3ah E,.—M h
~ 2rh M, = -3 Mt
E; — Msah \ 27 2rhcos @,
27 2rhcos ©-
La solution est donc :
( Mzah + E3
1=~ 53—~
2rhcos @4
Mszbh + D5
- [
Pr=10 Myah + E,
D3 — M3bh
[
@, = tan E, — M,ah + km
E; — Mzah
M)y=—"—F——"">
\ 27 2rhcos g,

Mais il faudra choisir ¢, et @, tels que M; et M, positifs
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