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Equilibrage d’une roue de voiture 
 

Conditions d’équilibrage dynamique de la roue 
 

Question 1:  Déterminer le torseur cinétique {𝓒(𝑺𝟑/𝟎)} en 𝑶𝟑. 

 

{𝒞(𝑆3/0)} = {
𝑀𝑉⃗ (𝐺3, 𝑆3/0)

𝜎 (𝑂3, 𝑆3/0)
}
𝑂3

 

𝑉⃗ (𝐺3, 𝑆3/0) = 𝑉⃗ (𝑂3, 𝑆3/0) + 𝐺3𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⋀𝛺⃗ (𝑆3/0) 

𝑉⃗ (𝐺3, 𝑆3/0) = [
−𝑎
−𝑏
−𝑐
]

𝐵3

⋀ [
0
0
𝜃̇
]

𝐵3

= [
−𝑏𝜃̇
𝑎𝜃̇
0

]

𝐵3

 

𝜎 (𝑂3, 𝑆3/0) = 𝐼(𝑂3, 𝑆3)𝛺⃗ (𝑆3/0) +𝑀3𝑂3𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⋀𝑉⃗ (𝑂3, 𝑆3/0) 

𝜎 (𝑂3, 𝑆3/0) = [

𝐴3 −𝐹3 −𝐸3
−𝐹3 𝐵3 −𝐷3
−𝐸3 −𝐷3 𝐶3

]

𝐵3

[
0
0
𝜃̇
]

𝐵3

= [

−𝐸3𝜃̇

−𝐷3𝜃̇

𝐶3𝜃̇

]

𝐵3

 

{𝒞(𝑆3/0)} = {

𝑀3(−𝑏𝜃̇) −𝐸3𝜃̇

𝑀3(𝑎𝜃̇) −𝐷3𝜃̇

0 𝐶3𝜃̇

}

𝐵3

𝑂3

 

 

Question 2:  Déterminer le torseur dynamique {𝓓(𝑺𝟑/𝟎)} en 𝑶𝟑. 

 

{𝒟(𝑆3/0)} = {
𝑀𝛤 (𝐺3, 𝑆3/0)

𝛿 (𝑂3, 𝑆3/0)
}
𝑂3

 

𝛤 (𝐺3, 𝑆3/0) =
𝑑𝑉⃗ (𝐺3, 𝑆3/0)

𝑑𝑡
)
0

=
𝑑𝑉⃗ (𝐺3, 𝑆3/0)

𝑑𝑡
)
3

+ 𝛺⃗ (𝑆3/0)⋀𝑉⃗ (𝐺3, 𝑆3/0) 

𝛤 (𝐺3, 𝑆3/0) = [
−𝑏𝜃̈
𝑎𝜃̈
0

]

𝐵3

+ [
0
0
𝜃̇
]

𝐵3

⋀ [
−𝑏𝜃̇
𝑎𝜃̇
0

]

𝐵3

 

𝛤 (𝐺3, 𝑆3/0) = [
−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇2

𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇2

0

]

𝐵3

 

𝛿 (𝑂3, 𝑆3/0) =
𝑑𝜎 (𝑂3, 𝑆3/0)

𝑑𝑡
)
0

+𝑀3𝑉⃗ (𝑂3, 𝑆3/0)⋀𝑉⃗ (𝐺3, 𝑆3/0) 

𝛿 (𝑂3, 𝑆3/0) =
𝑑𝜎 (𝑂3, 𝑆3/0)

𝑑𝑡
)
0

=
𝑑𝜎 (𝑂3, 𝑆3/0)

𝑑𝑡
)
3

+ 𝛺⃗ (𝑆3/0)⋀𝜎 (𝑂3, 𝑆3/0) 

𝛿 (𝑂3, 𝑆3/0) =
𝑑

𝑑𝑡
[

−𝐸3𝜃̇

−𝐷3𝜃̇

𝐶3𝜃̇

]

𝐵3

+ [
0
0
𝜃̇
]

𝐵3

⋀ [

−𝐸3𝜃̇

−𝐷3𝜃̇

𝐶3𝜃̇

]

𝐵3

= [

−𝐸3𝜃̈

−𝐷3𝜃̈

𝐶3𝜃̈

]

𝐵3

+ [
𝐷3𝜃̇

2

−𝐸3𝜃̇
2

0

]

𝐵3

 

𝛿 (𝑂3, 𝑆3/0) = [

−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2

−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇
2

𝐶3𝜃̈

]

𝐵3
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{𝒟(𝑆3/0)} = {

𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) −𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇

2

𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇
2) −𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2

0 𝐶3𝜃̈

}

𝐵3

𝑂3

 

 

Question 3:  En déduire les actions exercées par la roue sur le bâti en 𝑶𝟑 dans la liaison 

pivot d’axe (𝑶𝟑, 𝒛𝟑⃗⃗⃗⃗ ) dans la base 0. 

 

{𝒟(𝑆3/0)}

= {

𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) cos 𝜃 − sin𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2) (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) cos𝜃 − (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) sin𝜃

𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) sin𝜃 + cos𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2) (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) sin𝜃 + (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) cos𝜃

0 𝐶3𝜃̈

}

𝐵0

𝑂3

 

 

On applique le Principe Fondamental de la Dynamique à l’arbre dans le référentiel terrestre supposé 

Galiléen. 

 

{𝒟(𝑆3/0)} = {𝒯𝑆3̅̅ ̅→𝑆3} 

 

{

𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) cos 𝜃 − sin𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2) (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) cos 𝜃 − (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) sin𝜃

𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) sin𝜃 + cos𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2) (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) sin𝜃 + (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) cos𝜃

0 𝐶3𝜃̈

}

𝐵0

𝑂3

 

= {

𝑋03 𝐿03
𝑌03 𝑀03
𝑍03 0

}

𝐵0

𝑂3

+ {
0 0

−𝑀3𝑔 0
0 0

}

𝐵0

𝐺3

+ {
0 0
0 0
0 𝐶𝑚

}

𝐵0

𝑂3

 

 

𝑀⃗⃗ 𝑂3(𝑃⃗
 ) = 𝑀⃗⃗ 𝐺3(𝑃⃗

 ) + 𝑂3𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⋀𝑃⃗  

𝑀⃗⃗ 𝑂3(𝑃⃗
 ) = [

𝑎 cos 𝜃 − 𝑏 sin 𝜃
𝑎 sin 𝜃 + 𝑏 cos 𝜃

𝑐
]

𝐵0

⋀ [
0

−𝑀3𝑔
0

]

𝐵0

= [

𝑐𝑀3𝑔
0

−𝑀3𝑔(𝑎 cos 𝜃 − 𝑏 sin𝜃)
]

𝐵0

 

 

= {

𝑋03 𝐿03
𝑌03 𝑀03
𝑍03 0

}

𝐵0

𝑂3

+ {

0 𝑐𝑀3𝑔
−𝑀3𝑔 0

0 −𝑀3𝑔(𝑎 cos𝜃 − 𝑏 sin 𝜃)
}

𝐵0

𝑂3

+ {
0 0
0 0
0 𝐶𝑚

}

𝐵0

𝑂3

 

= {

𝑋03 𝐿03 + 𝑐𝑀3𝑔
𝑌03 −𝑀3𝑔 𝑀03

𝑍03 𝐶𝑚 −𝑀3𝑔(𝑎 cos 𝜃 − 𝑏 sin𝜃)
}

𝐵0

𝑂3
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On a donc les actions reprises dans la liaison pivot : 

 

{
 
 

 
 

𝑋03 = 𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) cos 𝜃 − sin𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2)

𝑌03 = 𝑀3𝑔 +𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) sin 𝜃 + cos 𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2)

𝑍03 = 0

𝐿03 = −𝑐𝑀3𝑔 + (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) cos 𝜃 − (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) sin𝜃

𝑀03 = (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) sin 𝜃 + (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) cos 𝜃

 

On a de plus l’équation différentielle du mouvement : 

𝐶3𝜃̈ = 𝐶𝑚 −𝑀3𝑔(𝑎 cos 𝜃 − 𝑏 sin 𝜃) 

 

Question 4:  A quelles conditions sur 𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝑨𝟑, 𝑩𝟑, 𝑪𝟑, 𝑫𝟑, 𝑬𝟑 et 𝑭𝟑 l’équilibrage  

dynamique est-il réalisé ? 

 

Actions indépendantes de 𝜃 et du mouvement 𝜃̇ et 𝜃̈: 

𝑎 = 𝑏 = 0 

𝑂3𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = [
0
0
𝑐
]

𝐵3

 

Moments indépendants du mouvement : quel que soit 𝜃̇ et 𝜃̈, les moments doivent être nuls : 

𝐸3 = 𝐷3 = 0 

𝐼(𝑂3, 𝑆3) = [

𝐴3 −𝐹3 0
−𝐹3 𝐵3 0
0 0 𝐶3

]

𝐵3

 

 

Question 5:  Proposer un énoncé de ces deux conditions.  

 

Soit un solide S de centre d’inertie G en rotation autour d’un axe (𝑂, 𝑧 ) par rapport à un référentiel 

Galiléen 0. Soit la base 𝐵(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) liée au bâti et 𝐵𝑆(𝑥𝑆⃗⃗  ⃗, 𝑦𝑆⃗⃗⃗⃗ , 𝑧𝑆⃗⃗  ⃗) liée à S telles que 𝑧 = 𝑧𝑆⃗⃗  ⃗. Pour que le 

solide S soit équilibré dynamiquement, il faut : 

 

Condition 1 : Le centre de gravité doit se trouver sur l’axe de rotation. On appelle cette condition 

l’équilibrage statique. 

{
𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑥 

𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑦 
 

Condition 2 : Axe de rotation (𝑂, 𝑧 ) doit être un axe principal d’inertie de la matrice en un point de 

l’axe. 

𝐼(𝑂, 𝑆) = [
𝐴 −𝐹 0
−𝐹 𝐵 0
0 0 𝐶

]

𝐵𝑆

 

 

Question 6:  Comment pourrait-on équilibrer un objet avec des masses négatives  ? 

Quel intérêt cela présente-t-il ? Quels en sont les inconvénients  ? 

 

Il suffit d’enlever de la matière !!! Plus léger, pas e volume supplémentaire… Mais le client n’aimera 

pas voir ses jantes trouées ☺ Problème : fragilisation de la structure ?  
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Fonctionnement de la machine d’équilibrage 
 

Question 7:  Déterminer le torseur des actions des deux roulements en 𝑶𝟑 dans la base 

0. 

{
𝑋𝐴 0
𝑌𝐴 0
𝑍𝐴 0

}

𝐵0

𝐴

+ {
𝑋𝐵 0
𝑌𝐵 0
0 0

}

𝐵0

𝐵

 

𝑀⃗⃗ 𝑂3(𝑅𝐴
⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝑀⃗⃗ 𝐴(𝑅𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝑂3𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⋀𝑅𝐴⃗⃗ ⃗⃗  

𝑀⃗⃗ 𝑂3(𝑅𝐴
⃗⃗ ⃗⃗ ) = [

0
0
−𝐿
]

𝐵0

⋀ [

𝑋𝐴
𝑌𝐴
𝑍𝐴

]

𝐵0

= [
𝐿𝑌𝐴
−𝐿𝑋𝐴
0

]

𝐵0

 

𝑀⃗⃗ 𝑂3(𝑅𝐵
⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑀⃗⃗ 𝐵(𝑅𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝑂3𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋀𝑅𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀⃗⃗ 𝑂3(𝑅𝐵
⃗⃗⃗⃗  ⃗) = [

0
0

−(𝐿 − 𝑙)
]

𝐵0

⋀ [
𝑋𝐵
𝑌𝐵
0
]

𝐵0

= [−
(𝐿 − 𝑙)𝑌𝐵
(𝐿 − 𝑙)𝑋𝐵

0

]

𝐵0

 

{
𝑋𝐴 0
𝑌𝐴 0
𝑍𝐴 0

}

𝐵0

𝐴

+ {
𝑋𝐵 0
𝑌𝐵 0
0 0

}

𝐵0

𝐵

= {
𝑋𝐴 𝐿𝑌𝐴
𝑌𝐴 −𝐿𝑋𝐴
𝑍𝐴 0

}

𝐵0

𝑂3

+ {
𝑋𝐵 (𝐿 − 𝑙)𝑌𝐵
𝑌𝐵 −(𝐿 − 𝑙)𝑋𝐵
0 0

}

𝐵0

𝑂3

 

= {

𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 𝐿𝑌𝐴 + (𝐿 − 𝑙)𝑌𝐵
𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 −𝐿𝑋𝐴 − (𝐿 − 𝑙)𝑋𝐵
𝑍𝐴 0

}

𝐵0

𝑂3

 

 

Question 8:  En déduire le système d’équations simplifié du problème où l’on 

appellera 𝝎 la vitesse de rotation imposée  

 

On avait : 

{
 
 

 
 

𝑋03 = 𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) cos 𝜃 − sin𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2)

𝑌03 = 𝑀3𝑔 +𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) sin 𝜃 + cos 𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2)

𝑍03 = 0

𝐿03 = −𝑐𝑀3𝑔 + (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) cos 𝜃 − (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) sin𝜃

𝑀03 = (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) sin 𝜃 + (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) cos 𝜃

 

 

On peut remplacer les variables 𝑋03 etc dans le système : 

{
 
 

 
 

𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 = 𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) cos 𝜃 − sin 𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2)

𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 𝑀3𝑔 +𝑀3(−𝑏𝜃̈ − 𝑎𝜃̇
2) sin𝜃 + cos 𝜃𝑀3(𝑎𝜃̈ − 𝑏𝜃̇

2)

𝑍𝐴 = 0

𝐿𝑌𝐴 + (𝐿 − 𝑙)𝑌𝐵 = −𝑐𝑀3𝑔 + (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) cos 𝜃 − (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) sin 𝜃

−𝐿𝑋𝐴 − (𝐿 − 𝑙)𝑋𝐵 = (−𝐸3𝜃̈ + 𝐷3𝜃̇
2) sin 𝜃 + (−𝐷3𝜃̈ − 𝐸3𝜃̇

2) cos 𝜃

 

 

On remarque que 𝐶3 n’intervient pas. 
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On impose une vitesse de rotation constante : 𝜃̈ = 0 

{
 
 

 
 

𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 = 𝑀3𝜔
2(−𝑎 cos 𝜃 + 𝑏 sin𝜃)

𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 𝑀3𝑔 −𝑀3𝜔
2(𝑎 sin𝜃 + 𝑏 cos 𝜃)

𝑍𝐴 = 0

𝐿𝑌𝐴 + (𝐿 − 𝑙)𝑌𝐵 = −𝑐𝑀3𝑔 + 𝜔
2(𝐷3 cos 𝜃 + 𝐸3 sin 𝜃)

−𝐿𝑋𝐴 − (𝐿 − 𝑙)𝑋𝐵 = 𝜔
2(𝐷3 sin 𝜃 − 𝐸3 cos 𝜃)

 

 

Question 9:  Montrer qu’il suffit de mettre un capteur d’effort dans une seule 

direction pour chaque roulement afin de déterminer 𝑴𝟑, 𝒂, 𝒃, 𝑫𝟑 et 𝑬𝟑. 

 

Il faut déjà mesurer soit 𝑋𝐴 et 𝑋𝐵, soit 𝑌𝐴 et 𝑌𝐵. 

 

Dans tous les cas, l’astuce pour avoir plusieurs équations est de procéder à des mesures pour 

différentes positions. On obtient 2n équations pour n mesures ! On fait ensuite une résolution 

moindres carrés, comme pour trouver les coefficients a et b d’une droite y=ax+b, on peut utiliser n 

points et faire une régression, c’est plus précis ! 

 

Si on mesure les X : 

{
𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 = 𝑀3𝜔

2(−𝑎 cos 𝜃 + 𝑏 sin 𝜃)

−𝐿𝑋𝐴 − (𝐿 − 𝑙)𝑋𝐵 = 𝜔
2(𝐷3 sin𝜃 − 𝐸3 cos𝜃)

 

{
𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 = −𝜔

2 cos𝜃𝑴𝟑𝒂+ 𝜔
2 sin 𝜃𝑴𝟑𝒃

−𝐿𝑋𝐴 − (𝐿 − 𝑙)𝑋𝐵 = (𝜔
2 sin 𝜃𝑫𝟑 −𝜔

2 cos 𝜃 𝑬𝟑)
 

 

On ne pourra pas obtenir la masse 𝑀3. En effet, On aura uniquement les produits 𝑀3𝑎 et 𝑀3𝑏. Il faut 

au préalable peser la roue. 

 

Si on mesure les Y : 

{
𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 𝑀3𝑔 −𝑀3𝜔

2(𝑎 sin𝜃 + 𝑏 cos𝜃)

𝐿𝑌𝐴 + (𝐿 − 𝑙)𝑌𝐵 = −𝑐𝑀3𝑔 + 𝜔
2(𝐷3 cos𝜃 + 𝐸3 sin𝜃)

 

Quand on ne tourne pas, on a : 

{
𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 𝑀3𝑔

𝐿𝑌𝐴 + (𝐿 − 𝑙)𝑌𝐵 = −𝑐𝑀3𝑔
 

On peut donc trouver 𝑀3 et 𝑐 connaissant 𝑔. On les aurait aussi quand ça tourne… 

On a alors un système de 2 équations à 4 inconnues 𝑎, 𝑏, 𝐷3 et 𝐸3 : 

{
𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 𝑴𝟑𝑔 − 𝜔

2𝑴𝟑𝒂sin𝜃 − 𝜔
2𝑴𝟑𝒃cos 𝜃

𝐿𝑌𝐴 + (𝐿 − 𝑙)𝑌𝐵 = −𝒄𝑴𝟑𝑔 +𝜔
2 cos𝜃 𝑫𝟑 +𝜔

2 sin𝜃 𝑬𝟑
 

 

On a donc ce qui est nécessaire pour la suite : 𝑀3, 𝑎, 𝑏, 𝐷3 et 𝐸3 

 

Remarque : on pourrait ne mesurer qu’un Y, l’autre serait résolu dans l’équation. Mais pour le coup, 

cela risque de rendre les mesures moins fiables. 
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Ajout de masselottes pour l’équilibrage 
  

Question 10:  Exprimer 𝑶𝟑𝑮𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ en fonction de 𝒓, 𝝋𝟏 et 𝒛𝟏 

 

𝑂3𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = [

𝑥1
𝑦1
𝑧1
]

𝐵3

= [

𝑟 cos𝜑1
𝑟 sin𝜑1
𝑧1

]

𝐵3

 

 

Question 11:  Déterminer la/les relation(s) permettant de respecter la condition 1.  

 

Centre de gravité : 

𝑂3𝐺1𝑈3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑀1𝑂3𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀3𝑂3𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑀1 +𝑀3
=

1

𝑀1 +𝑀3
[𝑀1 [

𝑟 cos𝜑1
𝑟 sin𝜑1
𝑧1

]

𝐵3

+𝑀3 [
𝑎
𝑏
𝑐
]

𝐵3

] 

Condition 1 : 

{
𝑎1𝑈3 = 0
𝑏1𝑈3 = 0

 

⇔ {
𝑂3𝐺1𝑈3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑥3⃗⃗⃗⃗ = 0

𝑂3𝐺1𝑈3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑦3⃗⃗⃗⃗ = 0
 

⇔ {
𝑀1𝑟 cos𝜑1 +𝑀3𝑎 = 0
𝑀1𝑟 sin𝜑1 +𝑀3𝑏 = 0
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Question 12:  Déterminer la/les relation(s) permettant de respecter la condition 2.  

 

𝑂3𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = [

𝑥1
𝑦1
𝑧1
]

𝐵3

= [

𝑟 cos𝜑1
𝑟 sin𝜑1
𝑧1

]

𝐵3

 

Nouvelle matrice d’inertie : 

𝐼(𝑂3, 𝑆1𝑈𝑆3) = 𝐼(𝑂3, 𝑆1) + 𝐼(𝑂3, 𝑆3) = [

𝐴1𝑈3 −𝐹1𝑈3 −𝐸1𝑈3
−𝐹1𝑈3 𝐵1𝑈3 −𝐷1𝑈3
−𝐸1𝑈3 −𝐷1𝑈3 𝐶1𝑈3

]

𝐵3

 

Cas d’une masse ponctuelle : 

𝐼(𝑂3, 𝑆1) = 𝑀1 [

𝑦1
2 + 𝑧1

2 −𝑥1𝑦1 −𝑥1𝑧1
−𝑥1𝑦1 𝑥1

2 + 𝑧1
2 −𝑦1𝑧1

−𝑥1𝑧1 −𝑦1𝑧1 𝑥1
2 + 𝑦1

2

]

𝐵3

 

𝐼(𝑂3, 𝑆1) = 𝑀1 [

𝑟2 sin2𝜑1 + 𝑧1
2 −𝑟 cos𝜑1 𝑟 sin𝜑1 −𝑟 cos𝜑1 𝑧1

−𝑟 cos𝜑1 𝑟 sin𝜑1 𝑟2 cos2𝜑1 + 𝑧1
2 −𝑟 sin𝜑1 𝑧1

−𝑟 cos𝜑1 𝑧1 −𝑟 sin𝜑1 𝑧1 𝑟2 cos2𝜑1 + 𝑟
2 sin2𝜑1

]

𝐵3

 

𝐼(𝑂3, 𝑆1) = 𝑀1 [

𝑟2 sin2𝜑1 + 𝑧1
2 −𝑟2 cos𝜑1 sin𝜑1 −𝑟 cos𝜑1 𝑧1

−𝑟2 cos𝜑1 sin𝜑1 𝑟2 cos2𝜑1 + 𝑧1
2 −𝑟 sin𝜑1 𝑧1

−𝑟 cos𝜑1 𝑧1 −𝑟 sin𝜑1 𝑧1 𝑟2
]

𝐵3

 

𝐼(𝑂3, 𝑆1𝑈𝑆3) = 

[

𝐴3 −𝐹3 −𝐸3
−𝐹3 𝐵3 −𝐷3
−𝐸3 −𝐷3 𝐶3

]

𝐵3

+𝑀1 [

𝑟2 sin2𝜑1 + 𝑧1
2 −𝑟2 cos𝜑1 sin𝜑1 −𝑟 cos𝜑1 𝑧1

−𝑟2 cos𝜑1 sin𝜑1 𝑟2 cos2𝜑1 + 𝑧1
2 −𝑟 sin𝜑1 𝑧1

−𝑟 cos𝜑1 𝑧1 −𝑟 sin𝜑1 𝑧1 𝑟2
]

𝐵3

 

Termes utiles : 

−𝐷1𝑈3 = −𝐷3 −𝑀1𝑟 sin𝜑1 𝑧1 

−𝐸1𝑈3 = −𝐸3 −𝑀1𝑟 cos𝜑1 𝑧1 

Soit : 

{
𝐷1𝑈3 = 0
𝐸1𝑈3 = 0

 

⇔ {
𝐷3 +𝑀1𝑟 sin𝜑1 𝑧1 = 0
𝐸3 +𝑀1𝑟 cos𝜑1 𝑧1 = 0
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Question 13:  Récapituler les conditions à respecter pour que la roue soit équilibrée  

 

Les 4 relations sont donc : 

 

{

𝑀1𝑟 cos𝜑1 = −𝑀3𝑎
𝑀1𝑟 sin𝜑1 = −𝑀3𝑏
𝑀1𝑟 sin𝜑1 𝑧1 = −𝐷3
𝑀1𝑟 cos𝜑1 𝑧1 = −𝐸3

 

 

Question 14:  Montrer que ce système d’équations impose la valeur de 𝒛𝟏 en fonction 

des paramètres de la roue initiale 𝒂, 𝒃, 𝑫𝟑 et 𝑬𝟑 ainsi qu’une condition liant ces 

paramètres 

 

On a 4 équations pour 2 inconnues 𝑚1 et 𝜑1, il en résulte deux conditions qui doivent être vérifiées 

par le solide à équilibrer pour qu’il soit possible de l’équilibrer : 

 

{
𝑀1𝑟 cos𝜑1 = −𝑀3𝑎
𝑀1𝑟 cos𝜑1 𝑧1 = −𝐸3

⇒ −𝑀3𝑎𝑧1 = −𝐸3 

 

{
𝑀1𝑟 sin𝜑1 = −𝑀3𝑏
𝑀1𝑟 sin𝜑1 𝑧1 = −𝐷3

⇒ −𝑀3𝑏𝑧1 = −𝐷3 

Soit : 

 

−𝑀3𝑎𝑧1
−𝑀3𝑏𝑧1

=
−𝐸3
−𝐷3

 

𝑎

𝑏
=
𝐸3
𝐷3

 
𝑧1 =

𝐸3
𝑀3𝑎

 

 

Question 15:  Conclure quant à la capacité d’une masselotte à équilibrer  une roue. 

 

Le solide ne peut être équilibré que si : 

- De base, il respecte la condition 
𝑎

𝑏
=

𝐸3

𝐷3
 

- 𝑧1 =
𝐸3

𝑀3𝑎
 peut être imposé, ce qui n’est pas le cas 

 

On ne peut donc pas équilibrer un solide quelconque avec une seule masselotte et l’épaisseur de la 

roue est imposée par sa géométrie… 
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Question 16:  Déterminer les nouvelles conditions à respecter pour  réaliser 

l’équilibrage dynamique de la roue. 

 

Par analogie, on obtient : 

{

𝑀1𝑟 cos𝜑1 +𝑀2𝑟 cos𝜑2 = −𝑀3𝑎
𝑀1𝑟 sin𝜑1 +𝑀2𝑟 sin𝜑2 = −𝑀3𝑏

𝑀1𝑟 sin𝜑1 𝑧1 +𝑀2𝑟 sin𝜑2 𝑧2 = −𝐷3
𝑀1𝑟 cos𝜑1 𝑧1 +𝑀2𝑟 cos𝜑2 𝑧2 = −𝐸3

 

 

Question 17:  Que se passe-t-il si 𝒛𝟏 = 𝒛𝟐 ? 

 

Si 𝑧1 = 𝑧2 = 𝑧 

{

𝑀1𝑟 cos𝜑1 +𝑀2𝑟 cos𝜑2 = −𝑀3𝑎
𝑀1𝑟 sin𝜑1 +𝑀2𝑟 sin𝜑2 = −𝑀3𝑏
(𝑀1𝑟 sin𝜑1 +𝑀2𝑟 sin𝜑2)𝑧 = −𝐷3
(𝑀1𝑟 cos𝜑1 +𝑀2𝑟 cos𝜑2)𝑧 = −𝐸3

 

Le système devient : 

{

𝑀1𝑟 cos𝜑1 +𝑀2𝑟 cos𝜑2 = −𝑀3𝑎
𝑀1𝑟 sin𝜑1 +𝑀2𝑟 sin𝜑2 = −𝑀3𝑏

−𝑀3𝑏𝑧 = −𝐷3
−𝑀3𝑎𝑧 = −𝐸3

 

Soit : 

−𝑀3𝑎𝑧

−𝑀3𝑏𝑧
=
−𝐸3
−𝐷3

 

𝑎

𝑏
=
𝐸3
𝐷3

 
𝑧 =

𝐸3
𝑀3𝑎

 

 

On trouve la même condition qu’à la question 10 : ceci n’est pas vrai quel que soit le solide étudié. 

Remarque : ajouter deux masselottes dans le même plan revient à ajouter une seule masselotte dans 

ce plan au centre de gravité de l’ensemble, d’où le même résultat que pour l’ajout d’une masselotte. 

 

Question 18:  L’ajout de deux masselottes de part et d’autre de la roue permet -il de 

l’équilibrer ?  

 

On a 4 équations, 4 inconnues : 𝑀1, 𝜑1, 𝑀2, 𝜑2. On peut résoudre le système à la condition que 𝑧1 ≠

𝑧2 

On peut alors mettre l’une des masselottes à l’intérieur et l’autre à l’extérieur, ou inversement. 
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Question 19:  Quelles conditions doivent finalement respecter 𝑴𝟏, 𝑴𝟐, 𝝋𝟏 et 𝝋𝟐 pour 

que la roue soit équilibrée ? 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑀1 cos𝜑1 +𝑀2 cos𝜑2 = −

𝑀3𝑎

𝑟

𝑀1 sin𝜑1 +𝑀2 sin𝜑2 = −
𝑀3𝑏

𝑟

𝑀1 sin𝜑1 𝑧1 +𝑀2 sin𝜑2 𝑧2 = −
𝐷3
𝑟

𝑀1 cos𝜑1 𝑧1 +𝑀2 cos𝜑2 𝑧2 = −
𝐸3
𝑟

𝑧1 = −𝑧2 = ±ℎ
𝑀1 > 0
𝑀2 > 0

 

 

Rappeler qu’on est dans le contexte du pneu. Si le rayon n’est pas imposé, la question est différente ! 

Question 20:  Déterminer les expressions de 𝑴𝟏, 𝑴𝟐, 𝝋𝟏 et 𝝋𝟐 permettant d’équilibrer 

la roue par ajout de masselottes  

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑀1 cos𝜑1 +𝑀2 cos𝜑2 = −

𝑀3𝑎

𝑟

𝑀1 sin𝜑1 +𝑀2 sin𝜑2 = −
𝑀3𝑏

𝑟

𝑀1 sin𝜑1 𝑧1 +𝑀2 sin𝜑2 𝑧2 = −
𝐷3
𝑟

𝑀1 cos𝜑1 𝑧1 +𝑀2 cos𝜑2 𝑧2 = −
𝐸3
𝑟

𝑧1 = ℎ     ;      𝑧2 = −ℎ

     ;      

{
 
 
 

 
 
 𝑀1 cos𝜑1 +𝑀2 cos𝜑2 = −

𝑀3𝑎

𝑟

𝑀1 sin𝜑1 +𝑀2 sin𝜑2 = −
𝑀3𝑏

𝑟

𝑀1 sin𝜑1 −𝑀2 sin𝜑2 = −
𝐷3
𝑟ℎ

𝑀1 cos𝜑1 −𝑀2 cos𝜑2 = −
𝐸3
𝑟ℎ

 

 

{
 
 
 

 
 
 𝑀1 cos𝜑1 = −

𝑀3𝑎

𝑟
−𝑀2 cos𝜑2

𝑀1 sin𝜑1 = −
𝑀3𝑏

𝑟
−𝑀2 sin𝜑2

−
𝑀3𝑏

𝑟
− 2𝑀2 sin𝜑2 = −

𝐷3
𝑟ℎ

−
𝑀3𝑎

𝑟
− 2𝑀2 cos𝜑2 = −

𝐸3
𝑟ℎ

     ;      

{
 
 
 

 
 
 𝑀1 cos𝜑1 = −

𝑀3𝑎

𝑟
−𝑀2 cos𝜑2

𝑀1 sin𝜑1 = −
𝑀3𝑏

𝑟
−𝑀2 sin𝜑2

𝑀2 sin𝜑2 =
𝐷3 −𝑀3𝑏ℎ

2𝑟ℎ

𝑀2 cos𝜑2 =
𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ

2𝑟ℎ

 

 

{
 
 
 

 
 
 𝑀1 cos𝜑1 = −

𝑀3𝑎

𝑟
−
𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ

2𝑟ℎ

𝑀1 sin𝜑1 = −
𝑀3𝑏

𝑟
−
𝐷3 −𝑀3𝑏ℎ

2𝑟ℎ

𝑀2 sin𝜑2 =
𝐷3 −𝑀3𝑏ℎ

2𝑟ℎ

𝑀2 cos𝜑2 =
𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ

2𝑟ℎ

     ;      

{
 
 
 

 
 
 𝑀1 cos𝜑1 =

−𝑀3𝑎ℎ − 𝐸3
2𝑟ℎ

𝑀1 sin𝜑1 =
−𝑀3𝑏ℎ − 𝐷3

2𝑟ℎ

𝑀2 sin𝜑2 =
𝐷3 −𝑀3𝑏ℎ

2𝑟ℎ

𝑀2 cos𝜑2 =
𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ

2𝑟ℎ
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑀1 =

−𝑀3𝑎ℎ − 𝐸3
2𝑟ℎ cos𝜑1

tan𝜑1 =

−𝑀3𝑏ℎ − 𝐷3
2𝑟ℎ

−𝑀3𝑎ℎ − 𝐸3
2𝑟ℎ

=
−𝑀3𝑏ℎ − 𝐷3
−𝑀3𝑎ℎ − 𝐸3

tan𝜑2 =

𝐷3 −𝑀3𝑏ℎ
2𝑟ℎ

𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ
2𝑟ℎ

=
𝐷3 −𝑀3𝑏ℎ

𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ

𝑀2 =
𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ

2𝑟ℎ cos𝜑2

     ;      

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑀1 = −

𝑀3𝑎ℎ + 𝐸3
2𝑟ℎ cos𝜑1

> 0

𝜑1 = tan
−1 [

𝑀3𝑏ℎ + 𝐷3
𝑀3𝑎ℎ + 𝐸3

] + 𝑘𝜋

𝜑2 = tan
−1 [

𝐷3 −𝑀3𝑏ℎ

𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ
] + 𝑘𝜋

𝑀2 =
𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ

2𝑟ℎ cos𝜑2
> 0

 

 

 

La solution est donc : 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑀1 = −

𝑀3𝑎ℎ + 𝐸3
2𝑟ℎ cos𝜑1

> 0

𝜑1 = tan
−1 [

𝑀3𝑏ℎ + 𝐷3
𝑀3𝑎ℎ + 𝐸3

] + 𝑘𝜋

𝜑2 = tan
−1 [

𝐷3 −𝑀3𝑏ℎ

𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ
] + 𝑘𝜋

𝑀2 =
𝐸3 −𝑀3𝑎ℎ

2𝑟ℎ cos𝜑2
> 0

 

 

 Mais il faudra choisir 𝜑1 et 𝜑2 tels que 𝑀1 et 𝑀2 positifs 


